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Φυλλάδιο - Πυκνά σύνολα, Ισοδύναµες Μετρικές

΄Ασκηση 1. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και D ⊆ X. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

(i) Το D είναι πυκνό στον X.

(ii) Για κάθε x ∈ X, dist(x,D) = 0.

(iii) Για κάθε συνεχή συνάρτηση f : X → R µε f(x) = 0 για κάθε x ∈ D, έχουµε ότι f ≡ 0.

΄Ασκηση 2. ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και D ⊆ X πυκνό.

(i) Αν x0 ∈ X µεµονωµένο σηµείο του X, τότε x0 ∈ D.

(ii) ΄Εστω D = {D ⊆ X : D πυκνό στον X}. Να δειχθεί ότι⋂
D∈D

D = {x ∈ X : το x µεµονωµένο σηµείο του X}.

(iii) Αν ο X είναι διαχωρίσιµος, τότε το σύνολο των µεµονωµένων σηµείων του είναι το πολύ
αριθµήσιµο.

΄Ασκηση 3. (i) Αν (X, ρ) µετρικός χώρος και U, V ανοικτά και πυκνά υποσύνολα του X, τότε το
U ∩ V είναι πυκνό.

(ii) Αν (X, ρ) µετρικός χώρος και D ⊆ X πυκνό, να δειχθεί ότι U ⊆ U ∩D, για κάθε U ⊆ X
ανοικτό.

΄Ασκηση 4. (i) Να δειχθεί ότι ένας διακριτός µετρικός χώρος έχει µόνο ένα πυκνό υποσύνολο.

(ii) Να δειχθεί ότι ο µετρικός χώρος X = { 1n : n ∈ N} ∪ {0} έχει ακριβώς δύο πυκνά υποσύνολα.

(iii) Να δοθεί παράδειγµα µετρικού χώρου ο οποίος περιέχει ακριβώς τέσσερα πυκνά υποσύνολα.

΄Ασκηση 5. ΄ΕστωX σύνολο και ρ, d ισοδύναµες µετρικές στοX. Να δειχθεί ότι ένα σύνολοD ⊆ X
είναι πυκνό ως προς τη ρ αν και µόνο αν είναι πυκνό ως προς την d.

΄Ασκηση 6. Αν f : (X, ρ)→ (Y, d) συνεχής συνάρτηση µεταξύ δύο µετρικών χώρων, τότε υπάρχει
ισοδύναµη µετρική ρ′ στον X, τέτοια ώστε η f : (X, ρ′) → (Y, d) να είναι Lipschitz. (Υπόδειξη :
Ορίστε ρ′ µε ρ′(x, y) = ρ(x, y) + d(f(x), f(y)), για κάθε x, y ∈ X.)


